CHAPITRE 3 - EXP & LN - EXERCICES - CORRECTION

Exercice 1 :

1. f'(x) = exp(x) - 0 - 1 = exp(x) - 1.

f'(x) >0 < exp(x) - 1 >0 < exp(x) > 1 < exp(x) > exp(0) < x> 0.

On en déduit que la fonction f est : décroissante sur ]- oo, 0] et croissante sur [0, + oo.

2.a..f(0) =exp(0)-1-0=1-1=0.

X | —o0 0 + o
f'(x) - 0 +

La fonction f admet donc un minimum en 0 et f(0) = 0 ; donc pour tout x réel : f(x) > f(0), donc

2.b. Pourtout x>0:f(x)>0;donc:expx)-1-x>0;dou:exp(x)>x+1.

Or: lim x+ 1=+ ;donc par comparaison: lim exp(x)= +o.
X — 400 X —+00

2.c.Onpose:X=-x<ox=-X. Alors: lim X =+ o.

X— -0
On en déduit que :
lim e = lim exp(-X)= =0,car: lim exp(X)=+ .
X— -0 Xp(x) X+ Xp(=X) X5+ exp(X) X+ Xp(X) >

Exercice 2 :
1. fx) = SXPW-2
exp(x)+1

Pour tout x réel, exp(x) > 0, donc : exp(x) + 1 > 0.
La fonction f est donc définie sur R.

(*) lim exp(x)=0;donc: lim f(x)= _—2 =2,

X —>—00 X——o0 1

s f(x) > 0.

© La fonction f est définie sous une forme ou la limite en + « est indéterminée.
Pour déterminer cette limite, il faut donc changer la forme sous laquelle le fonction s'écrit.

exp(x) (1 2 J 1 2

_ exp(x
(*) Pour tout x € R, on a : f(x) = M = pX) = eXp(x) .
exp(x)+1 1 1
expX)|1+——— 1+
exp(x) exp(x)
. . 1 . 2 . . 1
Or: lim exp(x)=+oo;donc: lim = lim =0;dou: lim fx) == =1.
X —>+00 x>+ eXp(x) x>+ exXp(x) X—> 40 1
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1-exp(x)

f(x) est défini si et seulement si: 1 — exp(x) # 0 < exp(x) # 1 < exp(x) # exp(0) < x = 0.
La fonction f est donc définie sur R* = |- o0, O[ U ]0, + oo[.

(*) lim exp(x)=0;donc: lim f(x)= l =1.

X—> -0 X — —o0 ].

2. f(x) =

(*) lim exp(x)=+w;donc: lim 1-exp(x)=-o;dou: lim f(x)= 1 =1.
X —> +00 X —> 400 X — -+ 1

(*) lim 1 - exp(x)=0.
Xx—0

Donc pour déterminer la limite de f en 0, il faut étudier le signe de (1 - exp(x)) au voisinage de 0.
1-exp(x)>0< 1>exp(x) < exp(0)>exp(x) < 0<x.

X — 00 0 + o©
1 - exp(x) + 0 -
On en déduit que :
e lim 1-exp(x)=0*,car1-exp(x)>0six<0;etdonc: lim ; = + 0.
x50 x>0 1-exp(x)
e lim 1-exp(x)=0-,carl -exp(x) <0six>0;etdonc: lim ; =-
Xx—0 x>0 1-exp(x)
Exercice 3 :
a. La fonction exp est définie sur R, donc I'équation est définie sur R.
exp(x) = 4 < In(exp(x)) = In(4) < x = In(4).
L'équation admet donc une unique solution : x = In(4).
b. L'équation est définie sur R.
expRx-1)=2o2x-1=InQ)=2x=1+In(?) o x = 1+12n(2)_
L'équation admet donc une unique solution : x = L+ ;n(Z) .
c. L'équation est définie sur R.
exp(- X) =5 < -x =1n(5) © x =-In(5).
L'équation admet donc une unique solution : x = — In(5).
d. L'équation est définie sur R.
exp(-x + 1) =-1: Cette équation n'a pas de solution car la fonction exp est strictement positive.

e. La fonction In est définie sur ]0, + «[, donc 1'équation est définie si et seulement si :
Xx+1>0ex>-1oxel-1, + .

Pourtoutx>-1:Inx+1)=0< exp(nx+1)=exp(0) ox+1=1<x=0>-1.
L'équation admet donc une unique solution : x = 0.

f. L'équation est définie si et seulementsi: 1 -x>0< 1>Xo X e |- o, 1[.
Pourtoutx>1:In(l-x)=lol-x=exp(l) o l=e+xXx>x=1-e<1,care>0.
L'équation admet donc une unique solution: x =1 - e.
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g. L'équation est définie si et seulementsi:2-3x>0<2>3x< % >XoXel-o = |

Wi Wi

Pourtoutx<§:1n(2—3x)=1n4©2—3x=4<:>2=3x+4<:>—2=3x<:>x=—

w| N
A

‘e . ) , 2
L'équation admet donc une unique solution : - 3

h. L'équation est définie si et seulementsi:4x>0etx-3>0<ox>0etx>3 ox>3 < Xxel3,+ 0.
Pourtoutx>3:In4x)=lnx-3)e4x=x-3<3x=-3<x=-1<3.
L'équation n'admet donc pas de solution.

Exercice 4 :

a=1In(8) =1In(2*)=31n 2

b=1n(%)=—ln4=—ln(22)=—2 In 2

¢ =1In(16) - 31n(2) =1In(2* - 3 In(2) =4 In(2) - 31n(2) =1ln 2
d =In(2+v2) = In(2) + In(+2) = In(2) + % In(2) = % In 2

Exercice 5 :

L'équation est définie si et seulementsi:x+7>0etx+1>0ox>-7etx>-1<x>-1.
Pour toutx>-1:
Inx+7)=2Inx+1)elnx+7)=In({(x + 1)3?)
SX+7=x+1)2
SX+7=x"+2x+1
&SxXP+x-6=0
< X =2o0ux=-3(0n utilise le calcul du discriminant pour déterminer les racines)
oSx=2,car-3<-1.
L'équation admet don une unique solution : - 1.

Exercice 6 :

l.a. lim x(1-In®X)):
X—>+0

lim x=+wet lim InxX)=+w;donc: lim 1-Inx)=-oet lim x(1-In(x)) =- «.

X—>+0 X —>+00 X —> +00 X —> +00
. In(x

1. b. lim ®) :
x—=0 X

. . In(x

lim In(x) =-o; donc: lim ()=—oo

x—0 x—0 X

> >
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2. a. f(x) = l - In(x).
X
(*) f est définie sur ]0, + oof.

(*) lim l =+ wet lim In(x) = -« ; donc: lin% —In(x) = + © et lim l - 1n(x) = + .
X—

x>0 X x—=0 x—>0 X
o s 1 . . . 1
(* lim — =0et lim InxX)=+4+o;donc: lim -Ilnx)=-woet lim = -In(x)=- .
X—>+0 X X+ X —+00 X—>+0o X
2. b. f(x) = L
Inx
f(x) est défini si et seulementsi:x>0etlnx)20< x>0etxz1<=xe]0,1[U]l, + .
(*) lim In(x) = -« ; donc : lim L =0.
x—0 x—>0 Inx
o 15 , 1
() lim Inx)=+w;donc: lim — =0
X —> +00 Xx—>+o INX
(*) lim In(x) = 0.
Xx—>1

Donc pour déterminer la limite de Tnx en 1, il faut étudier le signe de In(x) au voisinage de 1.

In(x) > 0 © exp(In(x)) > exp(0) & x> 1.

X 0 1 + o
In(x) || - 0 +
On en déduit que :
e lim In(x)=0-, carln(x) <0six<1;etdonc: lim L =— o,
X—1 x—»1 Inx
e lim In(x) =0, carIn(x) >0six>1;etdonc: lim L =+ o,
X—1 x—1 Inx

Exercice 7 :
a. f(x) = 2%
X

f= % avec : u(x) = In(x) et v(x) = x, et donc : u'(x) = % et v(x) = 1.

1
ulv_uvl *XX—(lnX)X].

. 1-Inx
Donc:f'= ———— :d'ou: f'x) = X =
v2 x? x?

b. f(x) = (In x)*
f =u? avec: u®x) = In(x).
Donc:f'=2uu';dou:f(x)=2In(x) x % - Zl)r:X.
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Exercice 8 :

o f est définie sur : ]0, + oof.
o f est dérivable sur son ensemble de définition et pour toutx > 0 :
fx)=0-2x1- l =-2- l <0, carx>0, et donc: l >O,d'01‘1:—l < 0.
X X X X
La fonction f est donc strictement décroissante sur ]0, + oof.
e lim 3-2x=3et lim InXx=-w,donc: lim -Inx)=+oet lim f(x) =+ .

x—0 x—0 x—0 x—0
> > > >
e lim 3-2x=-wet lim Inx=+w,donc: lim -Inx)=-woet lim fXx)=- x.
X —> +00 X —>+00 X —>+00 X —>+00

e On en déduit le tableau de variation :

Exercice 9 :

1. a. L'inéquation est définie sur ]0, + ool.
Pour tout x> 0:In(x) >3 <« exp(In(x)) > exp(3), car la fonction exp est croissante
ox>eloxeled +o,care? > 0.

1. b. L'inéquation est définie sur R.
Pour tout x réel : exp(x + 3) < 2 < In(exp(x + 3)) < In(2), car la fonction In est strictement croissante
ox+3<Iln)ex<In2)-3 o xel-xo In2) - 3.

1. c. L'inéquation est définie sur ]J0, + o[, car: 2 x> 0 < x> 0.
Pourtoutx>0:In2x)-1<0 sn2x) <1
< exp(In(2 x)) < exp(1), car la fonction exp est strictement croissante

o2x<elox< S < x e ]0, S].
2 2
2.a.3">10° < 1In(3")>1n(10° < n In(3) > In(10°)

. In(10%)
In(3)

,carIn(3) > 0

In(10%)

< n>13, car
In

~ 12,58

2.b.0,7"<10°* < In(0,7") <1In(107*) < n In(0,7) < In(107%)

-4
n> M car In(0,7) <0
In(0,7)
4
en>26, car L0 5580
In(0,7)
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